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Zusammenfassung

Vorstellung des Lighthill-Whitham-Richards und des Aw-Rascle-Zhang Mo-
dells zur Staumodellierung und Vorstellung einiger der zur Analyse von hyper-
bolischen Erhaltungsgleichungen benétigten mathematischen Grundlagen.
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1 Motivation

Méchte man effektive Verkehrsleitsysteme, Stauprognosen oder effiziente Ampelsteue-
rungen entwerfen, muss man diese quantitativ untersuchen kénnen und daher in einem
mathematischen Modell erfassen.

In dieser Arbeit wird anhand der Vorstellung des LWR- und ARZ- Modells ein kur-
zer Einblick in die Theorie der Stau- und Verkehrsmodellierung mit hyperbolischen
Erhaltungsgleichungen geben und die dafiir benétigten mathematischen Werkzeuge
vorgestellt. Der Wert dieser Arbeit besteht darin, bestehende Grundlagen der Theorie
der hyperbolischen Erhaltungsgleichungen einzufiihren, einige der wichtigsten Aufsét-
ze mit ihren Ideen vorzustellen und so neugierigen Menschen eine Einfithrung zu geben
die ihnen ermdoglichen neue Aufsétze in diesem Bereich zu verstehen.

Grundsétzlich 1dsst sich das Gebiet der Verkehrsflussmodelle in 4 Kategorien unter-
teilen:

1. Mikroskopische Modelle: Hier werden nur individuelle Fahrzeuge betrachtet. Als
Beispiel seien "Follow-The-Leader” [5]- und "Optimal Velocity”-Modelle [6] ge-
nannt.

2. Mesoskopische Modelle: In diesen Fall werden Gruppen von Autos betrachten.

3. Makroskopische Modelle: Es werden keine individuellen Fahrzeuge, sondern nur
die Dichte des Verkehrs betrachtet. Bekannte Beispiele hierfiir sind das Payne-
Whitham, Aw-Rascle-Zhang(ARZ) oder das Lighthill-Whitham-Richard(LWR)
Modell.

4. Hybride Modelle, die Konzepte aus mehr als einer Gruppe vereinigen, wie in
Burghout et. a. [7].

Es ist nicht sinnvoll, bei grofen Mengen an Fahrzeugen mikroskopische Modelle an-
zuwenden, da eine sehr grofse Rechenleistung zur Losung der Modelle benétigt wird.
Diese Arbeit beschriankt sich daher auf die Untersuchung von zwei speziellen makro-
skopischen Modellen: dem Lighthill-Withham-Richards Modell und dem Aw-Rascle-
Zhang Modell, die beide auf einem hyperbolischem System beruhen.

In Sektion 2 wird das wahrscheinlich beriihmteste Modell zur Modellierung von Staus
vorgestellt, und im Zuge dessen auf die verschiedenen Stofsstrukturen und Entropie-
theorien eingegangen. Danach wird dieses Modell numerisch untersuchen, und die
strukturellen Fehler vorgestellt, sowie gezeigt, wie man damit einen Riickstau be-
schreiben kann.

Dieses erstes Modell beachtet aber nicht die natiirliche Verzégerung, mit der eine
verdanderte Verkehrssituation das Fahrverhalten beeinflusst. Daher wird in Sektion 4
ein verbessertes Modell qualitativ herleiten, untersucht und dabei generell auf einige
Eigenschaften von hyperbolischen Erhaltungssystemen eingegangen’.

Damit der Sprung zwischen dem ersten und dem zweiten Modell nicht zu grofs wird,
gibt es in Sektion 3 einige kurze Uberlegungen zu Systemen von Erhaltungsgleichun-
gen. Danach wird die Arbeit mit Sektion 5 abgeschlossen.

2 Lighthill-Whitham-Richards(LWR) Modell

Man betrachte zuerst ein moglichst einfaches Modell einer Strafe und gehe dafiir
davon aus, dass die Fahrzeuge auf einer unendlich langen Strecke alle in die gleiche
Richtung fahren, es keinen Gegenverkehr gibt, sonst keinerlei externe Hindernisse oder
Anreize, zur Geschwindigkeitsreduktion existieren und es vor allem keine Ein- oder
Ausfahrten gibt. Man bezeichne mit p(x,t) die Dichte des Verkehrs, also die Anzahl
der Fahrzeuge pro Streckeneinheit, mit ¢(z, t) den Verkehrsfluss (also die Verdnderung

'Englisch: hyperbolic systems of conservation laws



der Anzahl der Fahrzeuge fiir ein Streckenintervall pro Zeitintervall) und mit v(z, t) die
Geschwindigkeit der Fahrzeuge jeweils im Punkt x zur Zeit ¢t. Auferdem bezeichnen
wir mit vpax die Maximalgeschwindigkeit der Fahrzeuge auf der Strafe und mit pp,qz
die maximale Dichte der Fahrzeuge, d.h. die Menge der Fahrzeuge pro Strecke, falls
sie beinahe mit den Stofsstangen aneinander stehen.

X1 Q X2

1 o ot >

Abbildung 1: Herleitung Konservationsgleichung

2.1 Herleitung des LWR Modells

Fiir die Herleitung des Modells wollen wir uns an [12] orientieren. Anfangs wollen
wir die Tatsache modellieren, dass auf einer Strafe keine Fahrzeuge verschwinden
oder erzeugt werden, d.h. es gibt keine Ein- oder Ausfahrten. Auferdem gehen wir
davon aus, dass die physikalischen Eigenschaften und Fahrgewohnheiten der Fahrer
alle homogen sind.

Es gilt also die Anzahl der Fahrzeuge Q) im blauen Bereich [z1,x2] in Abb. 1 mit Hilfe
der Dichte ausdriicken:

Q- /x TQ o, 1)t

Wir wissen ebenfalls iiber %Q, dass es von den in den Abschnitt einfahrenden und
ausfahrenden Fahrzeugen beeinflusst wird. Wir kommen zu:

d d [* \ :
%Q = dt/ p(x,t)dt = p(x1, t)v(x1,t) — plao, oo, t).

1

Nach Integration iiber ¢ und aufgrund der Beschrénktheit von p folgt:

t2
t1

to T d
[ [ ettt = [ ol vt t) = plaa, oo, )i
11 xr1

_ /: / %(p(w,t)v(ﬂc,t})dwdt.

Da x1, x2, 11, beliebig waren folgt:
pt + (pv)g = 0. (2.1)

Aus der Beobachtung von Verkehrssituation und unserem eigenem Fahrverhalten lasst
sich erkennen, dass die Fahrzeuggeschwindigkeit hauptséchlich von der Dichte des Ver-
kehrs abhéngig ist, d.h. Fahrzeuge fahren bei einer héheren Dichte langsamer. Wir
gehen also in unserem Modell davon aus, dass es eine stetige Funktion v, gibt, die
einer bestimmten Dichte die angestrebte Geschwindigkeit eines Fahrzeuges zuordnet.
Diese sei fiir alle Fahrzeuge und zu jedem Zeitpunkt an jedem Ort gleich, und habe
auferdem die Eigenschaft, dass v.(0) = vpaee und f(pmaez) = 0, d.h. die angestreb-
te Geschwindigkeit ist bei einer leeren Fahrstrafe gleich der Maximalgeschwindigkeit
und bei der maximalen Dichte gleich 0 (d.h. wenn die Fahrzeuge sich beinahe mit den
Stofsstangen beriihren).

Auferdem gibt es Sinn, diese Funktion als monoton sinkend vorauszusetzen, also
v, < 0, da wir bei steigenden Dichten eine sinkende angestrebte Geschwindigkeit
erwarten.



Wir definieren jetzt die Funktion f als Verkehrsfluss mit dieser angestrebten Geschwin-
digkeit, also
f(p) = pue(p)

Modell Dichte vs. Flussgeschwindigkeit Dichte vs. Flussgeschwindigkeit im Lincoln - Tunnel
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in 2.3 Messwerte [9]

Abbildung 2: Fundamentaler Zusammenhang

Fiir diese Funktion f gibt es reale Daten, die um 1959 von Greenberg am Lincolntun-
nel in New York City gemessen wurden [14| und in Abb. 2.1 visualisiert sind. Es sei
jedoch bemerkt, dass der Unterschied des Fahrverhaltens in einem Tunnel sicherlich
von dem auf einer offenen Strafse abweicht, diese Unterschiede aber hier vernachlassig-
bar sind, da unsere Theorie auf viel allgemeinere Funktionen mit f” > 0 oder f” < 0
angewendet werden kann.

Zur Vereinfachung approximieren wir diese gemessene Funktion f mit Hilfe der pro-
totypischen Formel 2.2 fiir die Verkehrsequilibriumsgeschwindigkeit wv,:
P ).

Pmazx

Ve = Umaz (1 — (2.2)
In Abbildung und ist der vernachléssigbare Unterschied dieser zwei Funktionen visua-
lisiert. Wir erhalten insgesamt fiir unseren angenommen Zusammenhang zwischen p
und dem Verkehrsfluss:

(2.3)

F1 (o)) = p(, s (1 - f"’”“)

Pmazx

Wenn wir jetzt den vereinfachten Zusammenhang zwischen der Dichte und dem Ver-
kehrsfluss f fiir 2.1 um Anfangsdaten ergénzen, ergibt sich ein Anfangswertproblem,
das wir LWR-Modell fiir die Anfangsdaten ug nennen.

2.1 Definition (klassische Losung). Wir nennen eine Funktion u € C1(R x R>) eine
klassische Losung des LWR Modells, falls sie folgendes Anfangswertproblem 16st:

u(z,0) = wup(x).

2.2 Bemerkung. Die eben genannte Differentialgleichung 2.4 entspricht fir f(x) =

(2.4)

% der reibungslosen Burgersungleichung?.

Bei unserer Herleitung sind wir davon ausgegangen, dass das Fahrverhalten und die
physikalischen Eigenschaften der Fahrzeuge gleichméfig ist.

Tatséchlich ist das nicht notwendig, wie in [11] mit einem stochastischen mikroskopi-
schen Modell gezeigt wird, das ebenfalls gegen dass LWR-Modell konvergiert.

2nach Johannes Martinus Burgers; Die Burgersungleichung kann wegen ihrer Ahnlichkeit zu den
Navier Stokes Gleichungen als vereinfachte Stromgsgleichung interpretieren werden, sonst wird die
Gleichung wegen dem Auftreten nichtlinearer Phénomene zum Testen von numerischen Methoden
benutzt. Mit der Hopf-Cole Transformation kann man die viskose Version auf die Warmeleitungsglei-
chung zuriickfithren



2.3 Bemerkung. Wir nennen ein Gleichungssystem der Form 2.4 hyperbolisch, falls
f R = R" Vf diagonalisierbar ist und nur reelle Eigenwerte besitzt.

Um die Notation zu vereinheitlichen skalieren wir das Modell so, dass u = 1 einer
leeren Strafse entspricht, und u = —1 einem Stau, der durch p = pyq. charakterisiert
ist.

Wir setzen also

2

Pmax 2

i

u:=1- Ts: ts =

S e

mit L /7T = vpq, und erhalten:

max 8max 1
000+ 1(p)e = ~"5 0+ 10n, (15 (0= )30 - 0))
2

pmam pmax u
oy T 6&S<fz>‘

Diese Gleichung ist also, wenn wir die Verkehrsflussfunktion f(z) = %, betrachten
dquivalent zu 2.4 und wir betrachten daher ab jetzt das LWR-Modell immer mit dieser
Funktion.
Wenn wir einige Losungen des LWR-Modells betrachten, gibt es z.B. fiir die Anfangs-
werte 2.5

1 <0
wWr)y={1l-z :0<z<1 (2.5)
0 rx>1
die Losung:
1 <t
ul(z,t) =< 1—%t t<z<1l  aufRx[0,1).
0 rx>1

Visualisierung der Lésung 0.8
10
0.8
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(a) Werte (b) Charakteristiken

Abbildung 3: Visualisierung der Dichte einer Losung des LWR Modells 2.1 mit den
Anfangsdaten u°. Das numerische Verfahren fiir die Visualisierung wird in Abschnitt
2.3 vorgestellt

2.4 Lemma. Es handelt sich bei u; um die eindeutige Losung in C' des Problems
2
2.4 mit den Anfangsdaten u® und f(t,z) = 5.

Beweis: Es ist klar, dass u’(z) = uj(x,0) und die Aussage fiir * < ¢t und z > 1 — ¢
gilt. Sei jetzt x € [t,1 — t):

I 4 +1—3: -1
(=12 1—tl—t

u% +ulu

6



Wenn wir jetzt eine Losung fiir spezielle Anfangsdaten suchen kénnen wir damit an-
fangen, die Charakteristik zu betrachten. Es ist sehr wichtig die Charakteristiken von
den Fahrstrecken der einzelnen Autos zu unterscheiden. Charakteristiken zeigen besser
die Dynamik von Verkehrssituationen.

2.5 Definition (Charakteristik). Eine differenzierbare Funktion y : [0, 00) — R? wird
Charakteristik von 2.4 zu zg genannt, falls auf ihr jede klassische Losung u konstant
ist, also u(x(t)) = cnst. und u(x(0)) = xp, oder

4

dt
2.6 Lemma. Eine differenzierbare Funktion x : [0,00) — R ist eine Charakteristik
von 2.4 genau dann, wenn mit xg € R die Funktion x folgendes AWP ljst:

u(x(t),t) =0 x(0) = zo.

Beweis: Da x auf jeder Losung konstant ist und u eine Losung ist gilt:

0

(t),1) + ua (X (1), )X/ (t)
= ua(x () OX'(t) = f(u(x(t),1))a
X () = f'(u(x(), 1)

Es stellt sich die Frage, welchen Zustand unsere modellierte Strafie annimmt, falls
t > 1, da dort die Losungsfunktion ja nicht wohldefiniert sein kann. Aufer aus unser
numerischen Situation in Abb. 3a genauso wie an der theoretischen Uberlegung in Abb.
3b sehen wir, dass sich zwei Charakteristiken in (1,1) schneiden, es ab diesem Punkt
also keine stetige Losung geben kann. Um die Frage zu 16sen, wie wir eine Aussage
trotz Unstetigkeiten treffen konnen fassen wir unser Problem erst allgemeiner und
fiihren schwache Losungen ein., die Unstetigkeiten erlauben. Die Eindeutigkeit dieser
Losung folgt aus der Theorie der Charakteristiken, die ebenfalls gleich eingefiihrt wird.

ut (X
(

2.7 Definition (Schwache Losung). Eine Funktion f € heift schwache Losung der
Gleichung 2.4, falls fiir alle ¢ € C5°(]0,00) x R)

/OOO /R(utﬁt + f(u)¢e)dtdr = —/RUO(:L')qﬁ(:r,O)dt

gilt.

In unserem Fall sind die Charakteristiken des LWR-Modells durch den Anfangswert
bestimmt, also die Charakteristik von 2.4 zu xg ist durch

X(t) = xo + tug(xo).

gegeben.

Wir kénnen jetzt wieder zum Problem 2.5 zuriickkehren und uns die Charakteristiken
zu den Startwerten g = 0 und 7 = 1 ansehen.

Diese sind

Xo(t) =0+t  xai(t)=1
es gilt xo(1) = x1(1), an der Stelle (1, 1) muss also unsere Losungsfunktion zwei Werte

annehmen, was nicht sein kann. Um trotzdem sinnvolle Losungen zu erhalten, miissen
wir unstetige Losungen erlauben und den Begriff der schwachen Losung einfiihren.

2.8 Bemerkung. Jede stetige schwache Losung u € C! ist automatisch auch eine
klassische Losung.

1 rz<at
uq(x,t) = {0 const auf R x [0, 1).



(a) Charakteristiken fiir (b) Charakteristiken fiir (c) Charakteristiken fiir
o = —0.5; Widerspruch zur  « = 0; Widerspruch zur « = 0.5; Erfiilllung der
Erhaltungseigenschaft Erhaltungseigenschaft Erhaltungseigenschaft

Abbildung 4: Visualisierung verschiedener Charakteristiken; die rote Linie zeigt die
Unstetigkeit an

Welche verschiedenen Unstetigkeiten sind in unserer Losung zuldssig? Wenn wir u,,
als Losung fiir das Riemannproblem mit u; < w, visualisieren gibt es nur eine Stof-
geschwindigkeit, die die Erhaltungbedingung erfiillt, und zwar Abb. 4b.

Wir wollen jetzt ein theoretisches Kriterium dafiir entwickeln, welche Unstetigkeiten
zuléssig sind und die eben getétigte Aussage beweisen.

Abbildung 5: Visualisierung der Herleitung der Rankine Hugoniot Bedingung

2.9 Definition (Diskontinuitétskurve). Die Diskontinuitdtskurve s(¢) : R — R zu
einer Diskontinuitéit beschreibt den Standort einer Diskontinuitat zum Zeitpunkt ¢.

2.10 Satz. Seiu eine Lisung des LWR-Modells (2.4). Fir alle Diskontinuitatskurven
s(t) in einer schwachen Losung uw von 2.4 muss gelten, dass:

_ flue®) = flu(?))
s(t) = () —m(t) (2.6)

wobei

w(t) == lgﬁ}“(t’ s(t) — h) und u,(t) := léﬁ)l u(t, s(t) + h).

Beweis: Es gelte 0 = 1 U 9 wie in Abb. 5. Wir wissen aufgrund der Definition der
schwachen Losung und des Gaufsschen Integralsatzes, dass fiir ein ¢ mit supp (¢) €
gilt:

/ wr + F(u)dadQ = / w4+ f(u)dod + / wbr + f(u)dod2
Q (951 Qo
/ e+ f(u x)¢dQ+/ (u()r + Flup(£))ve) $dO
91 aﬂl
)

= [ Gt s
—/ (ug + f(u)y)pd2 —|—/ (w (v + f(w(t))ve)pdQ
Qo Lol
=0
mit:
(v, v2) = (=s(t),1).
Da u nach Annahme in €7 und €5 stetig ist folgt:
[t ode -+ [ st - w®) - () - fu)oa.
QU0

o0



Insgesamt muss also, da ¢ eine beliebige Testfunktion ist, fiir den Schock gelten:
t)) — t
ur(t) — w(t)

2.11 Definition (Sprungbedingung Rankine-Hugoniot). Die eben gezeigte Abhén-
gigkeit 2.6 nennen wir Rankine-Hugoniot Bedingung

(2.7)

2.12 Bemerkung. Die Rankine-Hugoniot Bedingung ist also ein einfaches Kriterium
zur Uberpriifung der Erhaltungseigenschaft einer unstetigen Losung. Als Beispiel sei
auf Abb. 4a, 4b und 4c verwiesen.

2.13 Bemerkung (Aquivalenz der Losungen). Wenn wir die DGI dquivalent verin-
dern, verdndern sich moglicherweise die Losungen, die die Rankine-Hugoniot Bedin-
gung erfiillen.

2.14 Definition (Riemannproblem). Wir bezeichnen als Riemannproblem fiir das
LWR-Modell das Anfangswertproblem 2.1 mit den Anfangsdaten:

o ::{ul firzx <0 gy € R

Uy sonst

Folgende fiir ein u,, in Abbildung 6 visualisierte Funktionenschar (es gibt sehr viele
Beispiele) ist eine Losung des Riemannproblems mit Anfangsdaten u; < u,, die die
Rankine-Hugoniot Sprungbedingung 2.11 erfiillt. Wir bené6tigen also noch ein zusétz-
liches Kriterium, um die Eindeutigkeit unserer Losung zu sichern.

u; < Syt
U DSt < < umt u; + u
Uy, (T,1) = ;17% u::t <z <u:’£ auf R x Ry, sy, 1= Tm’ U, € [ug, uy]

Uy urt <
(2.8)

2.15 Lemma. Bei der Funktionenschar 2.8 handelt es sich tatsdchlich um schwache
Lésungen des Riemannproblems mit u; < wy.

/
Z

Abbildung 6: Visualisierung von u,,,, fiir ein zuldssiges up,

Physikalisch macht es Sinn, dass die blauen Unstetigkeiten, die aus der Diskontinuitét
in Abbildung 6 austreten nicht auftreten kénnen, da fiir deren Existenz eine Infor-
mation iiber den Funktionswert derselben bendétigt wird. Dieser Wert ist aber nicht
in dem System enthalten. Dies korrespondiert mit dem Konzept von Entropie, nach
dem keine Informationen einfach erzeugt werden, weshalb die zur Vermeidung dieses
Phénomen benétigten Bedingungen auch Entropiebedingungen genannt werden. Diese
Eigenschaft wird mathematisch in der Entropiebedingung von Oleinik gefasst:

2.16 Definition (Entropiebedingung von Oleinik). Eine schwache Losung u : R x
(0,T7) — R erfiillt die Entropiebedingung von Oleinik genau dann, wenn fiir jede
Diskontinuitatskurve = = ¢(t), Vt € (0,T) gilt dass v € [u;(t), ur(t)].

flu(t) = fv) fur(t) = f(v)

w(t) — v > ¢(t) 2 up(t) — v

gilt.



2.17 Bemerkung. Die Bedingung 2.16 ist fiir konvexe f dquivalent dazu, dass

fllw) > ¢'(t) > f'(ur)

I a

Abbildung 7: Charakteristiken

Die einzige zuléssige Losung aus der Funktionenschar in 2.8 ist also w,,, d.h u,, =,
was in Abb. 7 visualisiert wurde.

2.18 Definition (Rarefaktionswellen). Die Losung eines Riemannproblems mit u; <
Uy, die die Entropiebedingung von Oleinik erfiillt, nennen wir Rarefaktionswelle.

In unserer Funktionenschar 2.8 wurde die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Charakte-
ristiken zwischen wu,, und u, einfach auf =/t festgelegt. Warum ergibt das Sinn? Wie
sieht diese Ausbreitungsgeschwindigkeit fiir allgemeine konvexe f aus? Wir betrachten
eine allgemeine Rarefaktionswelle fiir 1; < 4, mit einem w : R — R € C! der Form:

u; < ut
Uy, (2,8) = S w(E) Ut <z < upt w(u) =u, wlu)=u, §&:=uz/t.
Uy ut <

(2.9)

In unserem Fall folgt aus der Differentialgleichung fiir u(w(§)):

~ Swl€) + £ (w(€) ju(€) = €=w(e)
da fiir unsere spezielle Gleichgewichtsgeschwindigkeitsfunktion f/(w(§)) = w(§) gilt
(der Fall v’ = 0 kann aufgrund der Anfangswerte nicht auftreten).

Gibt es jetzt fiir jeden Anfangswert eine auf ganz R x (0,00) definierte schwache
Losung, die nur zuldssige Stofe, d.h Unstetigkeiten, die die Entropiebedingung und
die Lax-Oleinik-Bedingung erfiillen? Um diese Frage zu l6sen, fithren wir erst eine
glinstigere, aber dquivalente Definition der Entropie ein.

2.2 Entropielésungen

2.19 Definition (Entropiebedingung von Lax-Oleinik). Wir nennen u eine Entropie-
l6sung von Lax des Problems 2.4, falls f” > 0 und

dF > 0:Va,t > 0,xr € R:

u(z +at) —ux,t) _E
a t

Diese Bedingung bedeutet, dass wir nur Abwértsspriinge erwarten, die mit zunehmen-
der Zeit immer flacher werden.

Wenn wir das Riemannproblem fir u; > u, betrachten, konnen wir Verdiinnungswel-
len beobachten. Die eben getiitigte Uberlegung zeigt, dass in diesem Fall keine Schocks
auftreten konnen, da sonst die Entropie ansteigen wiirde.

Wir konnen auferdem zur Festlegung einer eindeutigen Losung unseres Problems als
Grenzwert eines viskosen hyperbolischen Systems betrachten, das eine eindeutige L6-
sung zuldsst. Diese Herangehensweise ergibt aus physikalischer Sicht Sinn, da der Dis-
sipationsteil der Gleichung existiert, nur eben sehr sehr klein ist und vernachléssigt
werden kann. Wir definieren zuerst v€ als Losung des folgenden Anfangswertproblems:
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UE + f(ve)a: = Evfm: auf R x RZO
(0, 2) = vy (x) (2.10)

Diese Losung ist aufgrund des Maximumsprinzips fiir parabolische Differentialglei-
chungen eindeutig.

Sei jetzt v € C%(R) und ¢ € C'(R) mit v konvex und so, dass fiir jede klassische
Losung unseres LWR-Modells 2.4

v(u)t +¢(u)z =0

gilt. Es folgt daher:

Y(u) = /Ou V' (a)f'(a)da +~ ~, € R konstant.

Wenn wir 2.10 mit ¢/(ue) multiplizieren und ¢’ = f’ -/ setzen, erhalten wir:

v(ue) + Y(ue) = evetie g = €(V (Uetie z))

und in der schwachen Formulierung fiir eine Testfunktion :

/Oo/(l/(ue)gzﬁt + P (ue)pg)dxdt + / v(ug(z))p(x,0) > 0. (2.11)
0 R R

Es wiirde deshalb Sinn ergeben, diese Eigenschaft auch fiir den Grenzwert ¢ — 0
unserer Losung zu beachten. Dies fiihrt uns zu einer zweiten Definition von Entropie-
l6sungen:

2.20 Definition (Entropielosung). Sei u : R x (0,7) eine schwache Lésung von 2.4.
Dann nennen wir u Entropielésung genau dann, wenn fiir alle konvexen Entropien v,
alle dazugehorige Entropiefluxe 1 und alle Testfunktionen ¢ die Gleichung 2.11 gilt.

Nachdem wir jetzt drei verschiedene Entropielésungen vorgestellt haben, stellt sich
die natiirliche Frage, in welcher Weise diese zusammenhéangen.

2.21 Satz (Zusammenhénge der verschiedenen Entropiebedingungen). Die Entropie-
bedingungen 2.16 (Oleinik), 2.19(Laz-Oleinik) und 2.20(Viskositit) sind dquivalent,
falls " > 0.

Beweis:

1. 220 = 2.16

Sei o(t) die Position der Diskontinuitdt und A := {(o(t),t[t > 0)} eine glatte
Kurve mit s(t) := o’(t). Sei (zo,tp) € A und V eine Umgebung von (xg, to), auf
der die Losung keine Diskontinuitat auker A besitzt, sowie:

Vi=V{(z,t))z <o)} und V,:=Vn{(x,t)|z>qo(t)}

Es folgt aus 2.20, dass fiir alle Testfunktionen ¢ mit supp(¢) C V und ¢ > 0
gilt:

0>— /V(l/(u)gét + YP(u)py) dxdt
— [ (o) + w()o7 dS(a,y)
oV
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= /A ((w(u) = v(ur))s — () — ¢ (ur)))¢ dedt (2.12)

=E(u)

Definiere

fu) — f(ur)
su) == T I = () ) — vu)s — (@) — 9lw).
Wir méchten zeigen, dass u; > u,, da hieraus durch die Konvexitit die Behaup-
tung folgt.

Wir wissen aus 2.12, dass E(u;) < 0 und E(u,) = 0, und es folgt sofort, dass
E'(u,) = 0, sowie:

g = L) =IO S _ g o

also §'(t) > 0 aufgrund der Konvexitit. Aukerdem:

E'(u) = 8'(u)(v(u) — v(ur)) + s(u)v'(u) -
= 8" (u)(v(u) = v(ur)) + s(u)v'(u) —

sV(&)(u— ) — 'V (u—uy)

(1 — w0 (E) (€ — u) < 0

"(u) f (u)
(u)s' () (u = uy)

v(u v
v(u v

mit & zwischen v und u,., sowie &3 zwischen u und &o.

2. 2.16 = 2.19. Da der Beweis etwas komplizierter ist und tiber die Hopf-Lax-
Transformation funktioniert, méchten wir hier darauf verzichten und verweisen
auf die Arbeiten von Oleinik.

3. 2.19 = 2.20: Diese Implikation folgt aus den beiden anderen Implikationen
und aus der Eindeutigkeit der jeweiligen Losungen von 2.19 und 2.20. Fiir nédhere
Informationen verweisen wir hierfiir auf [19].

2.3 Existenz von Losungen

Gibt es fiir unser Modell Losungen? Tatséchlich gibt es eine Existenzaussage fiir ge-
nerelle Losungen des LWR-Modells fiir alle beschrinkten Anfangswerte und konvexe
f

Prinzipiell gibt es zwei mogliche Losungsansitze, die sich in der Formulierung der
Entropiebedingung unterscheiden. Wie bei die Entropiebedingung 2.20 bemerkt, kon-
nen wir eine Lésung unseres Modells, das die Entropiebedingung erfiillt, als Grenzwert
eines viskosen Modells auffassen, und damit die Existenz von Losungen beweisen.
Wenn wir aber die Entropiebedingung 2.19 als Grundlage nehmen, kann man die
Existenz einer Entropielosung gut als Grenzwert eines Differenzschemas betrachten.
Diese Methode ist vorteilhaft, weil sie uns gleich noch ein finites Differenzschema gibt.

Wir wihlen also die zweite Herangehensweise und definieren ein Differenzschema (aus
der Taylorentwicklung abgeleitet), dessen Konvergenz wir zeigen.
Seien h,l > 0. Wir diskretisieren den Raum [0, 00) x R durch:

Tp=mnl, k€7 sowie tr =kh, neN

und setzen
fl = u(xg, ty)
fiir ein u € C*(R).

12



2.22 Definition (Differenzschema Lax-Friedrich). Wir definieren

uﬁ“ - (ufzﬂ + ufz—l)/Q n f(uﬁ-i-l) - f(“fb—l)

5 5 =0 (2.13)

mit

<1 A:= ! M = o 2.14
< Juax | (u)] Juollz (2.14)

k-1
Uniz

k-1
Una

Abbildung 8: Erklarung der CFL Bedingung

Die Bedingung 2.14 ist eine Courant-Friedrichs-Lewy (CFL-)Bedingung und kann so
interpretiert werden, dass sichergestellt werden muss, dass in einem Differenzschema
fiir einen Zeitschritt geniigend Ortsinformationen zur Verfiigung stehen.

Nur wenn die rote Halbgerade in Abb. 8, die die Charakteristik, auf welcher der Punkt
u,’ffl liegt darstellt, vom numerischem Schema erfasst wird, kénnen wir iiberhaupt ein
sinnvolles Ergebnis erwarten.

2.23 Satz. Sei ug € Leo, f € C? mit f” > 0 auf {u : |u| < |Juollooc} und up,, die
Lésung des Differenzschemas mit den Schrittweiten h; bzw. l; die alle die Bedingung
2.14 erfiillen. Dann konvergiert eine Teilfolge von up, ;, gegen eine eindeutige Lisung
u mit den Figenschaften:

1 |u(z, )] < |luolloo =: M fiir alle (x,t) € R x Rsg.

2. Es emistiert eine Konstante E > 0, die nur von M,p = inf{f"(u) : |u| <
|luolloo} und A := max{|f'(u)||u|] < ||uo|leo} abhingt so, dass die Entropiebedin-
gung 2.19 erfillt ist.

3. Wenn ug,vo € Loo N L1 mit ||vp]|ec < ||2o]|co und v die Lisung fir die Anfangs-
daten vg ist, gilt Vo1 < xo € R undt >0

T2 To—At
/ lu(z,t) —v(x, t)|de < / lu(z,t) —v(x, t)|dx

1 x1+At

Hierbei ist die Konvergenz so zu verstehen, dass fiir alle X,t,T > 0 :

‘uhi,li - u(a;,t)]dx —0
||

und
/ |un, 1, — u(z,t)|dxdt — 0
0<t<T J|z|
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Beweis: Der sehr technische Beweis ist in [3] unter Theorem 16.1 und Lemma 16.7 zu
finden und aus Platzgriinden nicht aufgefithrt. Der Aufbau des Beweises sei dennoch
kurz erwdhnt. Um die Konvergenz des Differenzschemas zu zeigen, kénnen wir zuerst
die Beschréanktheit des Konvergenzschemas priifen, dann dass es ebenfalls eine diskrete
Entropiebedingung erfiillt, ein Maximumsprinzip erfiillt, eine beschrankte Variation
hat, sowie lipschitzstetig und stabil ist. Die beschrankte Variation und Beschrinktheit
brauchen wir dann im néchsten Schritt, um eine konvergierende Teilfolge finden zu
kénnen. Fiir den Grenzwert dieser Teilfolge zeigen wir dann, dass es sich tatséchlich
um eine Losung handelt und diese ebenfalls die Entropiebedingung erfiillt.

Insbesondere gibt uns dieser Satz eine Stetigkeitsaussage und die Beschranktheit der
Losung des LWR-Modells. Das ist in sofern wichtig, als dass der Sachverhalt dass Au-
tos nicht unendlich schnell werden kénnen von unserem Modell ebenfalls dargestellt
wird.

2.24 Bemerkung. Wie in Abb. 9 zu sehen besitzt das eben eingefiihrte Differenzsche-
ma vor allem fiir grofte Schrittweiten eine hohe Diffusion. Das legt die Interpretation
nahe, dass das Schema eigentlich den Grenzwert der viskosen Losung approximiert.

Visualisierung der Diffusion h: 0.1 1: 0.1

v
2.00 1.0
175
0.8
1.50
1.25 0.6
+~ 1004
0.75 4 0.4
0.50 4
0.2
0.25 4
0.00 + 0.0
0 0.5 10 15 2.0
X

0.

Abbildung 9: Visualisierung der Diffusion in der Geschwindigkeit der numerischen
Approximation des LWR-Modells mit dem Lax-Friedrich Schema 2.13 fiir das
Riemannproblem mit u; = 1, u, = 0 und einem groben Gitter.

Wir kénnen jetzt zu unserem anfénglichem Problem zuriickkehren und eine Vorhersage
dariiber treffen, unter welchen Bedingungen sich ein Riickstau auflost.

2.4 Ampelproblem

Der folgende Abschnitt basiert auf [12]. Wie in der Einleitung beschrieben, ist es
sinnvoll den Fluss und Aufstau vor Ampeln quantitativ zu beschreiben. Wie kénnen
wir also jetzt mit unserem einfachem Staumodell Aussagen iiber die Beschaffenheit von
Aufstauungen vor Ampeln treffen? Wir benutzen im folgenden wieder das LWR Modell
mit f(z) = %2 Des Weiteren gehen wir davon aus, dass auf unserer Strecke ohne Ein-
oder Ausfahrten bei x = 0 eine Ampel steht, die nur die tiblichen Ampelphasen “Rot”
und “Grin” zulédsst.

Zur Betrachtung der Charakteristiken bei unseren Ampelphasen betrachten wir das
Problem in drei Schritten:

1. Zuerst betrachten wir die Charakteristiken der ersten Rotphase, die mit dem
LWR Modell und den Anfangsdaten (x¢)|;<o = 1 und (z¢)|;~0 = —1 entstehen.

2. Nach der Umschaltzeit w; € (0,00) betrachten wir wieder die Charakteristiken
des LW R Modells, diesmal nehmen wir als Anfangswerte das Ergebnis aus dem
ersten Teil und betrachten die Charakteristiken, bis sich der Stau vor der Ampel
aufgelost hat.
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3. Wir betrachten die Charakteristiken nachdem Zeitpunkt, ab dem es keine ste-
henden Fahrzeuge mehr gibt.

Tt

/ Phase 3

tl = l
/ s+1

Phase 2

Phase 1

Abbildung 10: Charakteristiken beim Ampelproblem
Die Zusammenhénge der verschiedenen Phasen und deren Charakteristiken sind in

Abb. 10 visualisiert und wie gehen jetzt zur genauen Analyse der drei Punkte iiber:

1. Phase 1: Rotphase, also 0 <t < w.

Wir 16sen also die Burgersungleichung mit den Anfangswerten:

w — u <0
711 sonst

und der Randbedingung u(0,t) = —1. Wir erhalten die Losung:

u x<st
(2, t) = {—1 x > st.

Mit der Schockgeschwindigkeit (Rankine-Hugoniot Bedingungen):

u —u  u—1
2 2
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2. Phase 2: Griinphase, also t > w. Wir 16sen jetzt also die Burgersungleichung mit
den Anfangsdaten:
up(x) = up(z,w).

Da w; = u > —1 = u, entwickelt sich eine Schockwelle mit Geschwindigkeit
s=(u—1)/2 < 0 und eine Verdiinnungswelle bei =0, da u; = —1 < 1 = u,.

Die Losung hierfiir ist:

xr < st
-1 st<r<w-—t

S|

up(@,t) = i w—t<zr<t-w
1 r>t—w
Diese Losung ergibt nur Sinn, falls st < w — ¢, oder t < t; := Sﬂi—l = 5—1’1

3. Phase 3: Griinphase mit Stof, also ¢ > t;. Die stehende Schlange an Autos hat
sich aufgeldst und es gibt erneut einen Stoff mit Geschwindigkeit:

5(0) = (1) = S (u(B(1) +0,1) + u((1) — 0,1))

=;<i(tl+a>

Dies ist eine ordinére Differentialgleichung, die wir mit den Anfangsdaten:
u—1
u+1

d’(tl) = Stl = W
16sen konnen. Wir erhalten fiir ¢ > ¢1:

o(t) = u(t — w) — Vit —wy/w(l —u?).

Falls u < 0 gilt ¢(t) T T also verschwindet der Schock niemals und die
—00
Schockgeschwindigkeit geht gegen .
Falls u < 0 gilt ¢(t) 0 und der Schock wandert in die positive x—Richtung.
—00

Wir kénnen dieses Modell jetzt benutzen, um folgende Fragen genauer zu untersuchen:

1. Wie lange muss die Rot-/Griinphase sein, damit es keinen dauerhaften Stau vor
der Ampel gibt?

2. Wie sieht die Entwicklung der Grofe des Staus aus? Also wie schnell verschwin-
det ein Stau z.B. nach dem Aufrdumen einer Unfallstelle?

Angenommen, nach der Zeit t = 2w schaltet die Ampel von griin zuriick nach rot. Wie
lang soll die Griinphase sein, damit keine Autos immer stehen bleiben, es also keinen
Dauerstau gibt?

2.25 Definition (Verschwinden eines Riickstaus). Wir sprechen davon, dass es kei-
nen Riickstau zum Zeitpunkt ¢ > w mit der Rotphasenlinge w fiir eine Menge an
Anfangswerten A := {ug : R — R : (ug)j<; > —1} gibt, falls fiir jedes ug € A fiir die
Losung u des LWR-~-Modells mit den Anfangswerten u; gilt, dass:

u(t —w, )0 > 1

wobei u; den Zustand des LWR-Modells mit den Anfangsdaten

uh () = {uo(x) r <0

—1 sonst

nach der Zeit w darstellt.
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2.26 Satz (Aufstauen). Seiw > 0 die Linge der Rotphase. Es gibt nur keinen Riick-
stau vor einer Ampel zum Zeitpunkt 2w fiir den Anfangswert ug, falls

1
up < po = P (1 — ) ~ 0.146ppge.

2 V2

Beweis:

Sei to der Zeitpunkt, in dem der Tailback gerade aufgehort hat zu existieren. In un-
serer vorherigen Betrachtung der Ampelphasen wiirde das to < 2w mit ¢(t3) = 0
entsprechen.

Da ¢(t2) = 0 die eindeutige Losung to = % besitzt fiithrt dies zu:

1
to 2w <— u> ——.

V2

In der urspriinglichen Dichte verschwindet der Tailback also nur, falls

Pmazx 1
< = 1—-— | ~0.146 .
P > Po 9 ( \@> Pmazx

i |
(a) Zeitpunkt ¢; (b) Zeitpunkt to > ¢4 (¢c) Zeitpunkt t3 > to

Abbildung 11: Zeitlicher Verlauf einer Welle in der Losung des LWR-Modells

Eng mit der Frage, wie lang eine Ampelphase sein muss damit es keine immer ste-
henden Autos gibt, ist die Frage verbunden wie schnell ein bestimmter Stofs abflacht.
Zur Vereinfachung des Sachverhaltes gehen wir davon aus, dass wir eine Funktion
betrachten, die eine Aufstauung nahe des Ursprungs hat, also ein wu fiir das fiir ein
L >0 gilt
up(x) > o falls 2 € [0, L]
{ up(xr) = co  sonst.

Sei s(t) die vorderste Welle der Losung (es muss mindestens eine geben und es ist
klar, dass es eine vorderste gibt). Wir definieren den Startwert &;(¢), durch den die
Charakteristik in limg ) u(t, ) =: u(t, s(t) — 0) geht sowie &2(t) als den Wert, durch
den die Charakteristik von lim, 4 u(t,z) geht sowie die Hohe der Welle als ¢ :=
u(t,&1(t)) —u(t, &2(t)) > 0. Die Definitionen sind noch einmal in Abb. 11¢ verdeutlicht,
in der aufserdem das Aufbauen einer Welle visualisiert wurde.

2.27 Satz (Ausbreiten der Welle). Sei t € Ry, u eine Lisung des LWR-Modells
zu den eben definierten Anfangsdaten uy, sowie ¢, s, &1, & wie eben definiert. Dann

flacht die Héhe c einer Wellenfront flacht wie 1/+/t ab.

Beweis: Aus der Erhaltung der Fahrzeuge folgt, da sich bei s(t) die Charakteristiken
durch & (t) und &»(t) treffen und sich Charakteristiken nicht iiberschneiden:

&1
2 006) (@))€ &) = [ (o)

. %(ub(xl) + up(a) — 2¢0) (w1 — ) = /zl (up(s) — co) ds.

Nach einiger Zeit gilt aufgrund der strikt positiven Geschwindigkeit der Welle & > L,
und damit:

L

p(en(e2) — a)(ar —x2) = [ ((5) ~ co)ds

2
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Da aber die Startwerte, deren Charakteristiken zum Zeitpunkt ¢ zusammen treffen,
durch

r(t) =& Fup(§)t r(t) = o+ up(&2)t

und damit ¢t = —A=22— bestimmt sind, folgt:
zo(z2)—co

1 L

(&) o)t = [ (mfs) — co) s

Definiere das gesamte Volumen des Buckels als:

L
A= / (up(s) — co)ds
0
Dies fiihrt uns fiir t — oo, also xo — 0:

2A
cr~ A —
t
Es ist zu bemerken, dass die exakte Anfangsverteilung verloren geht, diese Art an
Problem also nicht umkehrbar ist. Dies ist direkt mit dem physikalischem Versténdnis

von Entropie verbunden.

2.5 Fehler des Modells
Das LWR-Modell kann einige Sachverhalte nicht richtig darstellen:

1. Das Modell beachtet nicht das natiirliche Verhalten von Fahrern, die erst nach
einer kurzen Verzogerung auf verdnderte Verkehrssituationen reagieren und pos-
tuliert, das Fahrer immer mit der der aktuellen Dichte angemessen Geschwin-
digkeit fahren.

2. Wenn wir das Problem mit den Anfangsdaten ug = %t betrachten, gibt es
als eindeutige Entropielosung ug. Dies widerspricht aber der Realitdt von be-
obachtbaren Staus, bei der sich bei niedrigen Verkehrsdichten aufgrund kleiner
Verzogerungen der Fahrer Wellen herausbilden.

3. Bei einem Schock wird eine unendliche Beschleunigung vorausgesagt.

Um den ersten Fehler abzumildern erweitern wir unser Modell zum AWR-Modell.

2.28 Bemerkung. Reale Staus treten héufig auf, wenn die Strafse plotzlich schmaler
wird, oder eine Spur gesperrt wird, d.h. sich das fundamentale Diagramm verédndert.
Diese Einfliisse konnen wir am besten in unser Modell integrieren, indem wir das fun-
damentale Diagramm ortsabhéngig machen, d.h. fiir die Simulation eines “engeren”
Strafenabschnittes ordnen wir der gleichen Dichte eine niedrigere Gleichgewichtsge-
schwindigkeit zu. Fiir weitere Uberlegungen hierzu sei auf [10] (z.B. Seite 100) ver-
wiesen.

3 Intermezzo zu linearen hyperbolischen Systemen

Bevor wir im néchstem Schritt ein kompliziertes nichtlineares hyperbolisches Modell
betrachten, bietet es sich an zuerst einfache hyperbolische Systeme zu untersuchen.
Das hat aufserdem den Vorteil, dass die Interpretation der spéter eingefiihrten Dia-
gramme klar wird.

Wir bezeichnen als ein hyperbolisches System ein System der Form

ur + A(u)uy =0
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u(z,0) = ug(z), (3.1)
bzw.

u(z,0) = up(x), (3.2)

wobein € N, u : RXx R — R" und VF(u) = A(u) € R™"™ mit reelen Eigenwerten
diagonalisierbar ist, d.h. es gibt R, A:

wobei R = {ri|re|.....|rn} die Matrix aus rechten Eigenvektoren ist und A(u) =
diag(A1, ..., .Ap)(u) die Diagonalmatrix aus den Eigenwerten. Insbesondere gilt:

A(u)rp(u) = Ap(u)rp(u) fir p=1,2,...,n

3.1 Bemerkung (strikt hyperbolisch). Dieses System wird strikt hyperbolisch ge-
nannt, wenn alle Eigenwerte unterschiedlich sind.

Wir erwarten in unserem Fall eines hyperbolischen Systems wie im linearen Fall, dass
unstetige Losungen auftreten konnen. Ebenfalls wie im linearen Fall wollen wir daher
eine Bedingung an Unstetigkeiten stellen, damit die Grofen wuq, ..., u, erhalten blei-
ben. Wir fordern also zuerst n Rankine-Hugoniot Bedingungen mit Geschwindigkeiten
S1, ..., 8y fir jede Grofse im Vektor u. Es ist klar, dass s1 = ... = s,, gelten muss.
Insgesamt erhalten wir also die fiir Systeme erweiterten Rankine-Hugoniot Bedingung-
nen:

3.2 Definition (Erweiterte Rankine-Hugoniot Bedingung). Eine Unstetigkeit eines
hyperbolischen Systems erfiillt die erweiterten Rankine-Hugoniot Bedingungen, falls
die Geschwindigkeit der Unstetigkeit s mit den Werten rechts(links) davon fiir u, (u;)
folgenden Zusammenhang erfiillt.

dseR: F(u,) — F(w) = s(uy — ;) <= det|F(u,) — F(u),u, —u| =0

Wenn wir 3.1 l6sen méchten, kénnen wir uns die charakteristischen Variablen betrach-
ten:
v := Ru.

Fiir diese gilt:
Ru; + ARu, =0 — vy + Av, = 0.

Da A eine Diagonalmatrix ist, haben wir unser lineares System in m unabhingige
skalare Gleichungen umgewandelt:

(vp)e + Ap(vp)z =0

Wenn wir uns zuerst dem einfachsten Fall, dass A konstant ist, zuwenden, sehen wir,
dass die Losung aus einer Uberlagerung von verschiedenen Wellen besteht. Um diesen
Zusammenhang zu verdeutlichen mochte ich kurz ein Beispiel konkretes vorstellen.

Sei
1 2
=12

Die Eigenwerte A1, A9 und die zugehorigen Eigenvektoren rq, 7o sind:

)\1:3 )\2:—1 7"1:(1) 7"2:<_11>

und wir erhalten mit
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die unabhéngigen Systeme:

(@—=y)+3@—y)e=0, (@+y):—(z+y)=0,
beziehungsweise analog zur linearen Advektionsgleichung:
z1(s,t) = ui(s — 3t), zo(r,t) = ug(r +t) wobei s =x —y, r =x +v.
Mit beliebigen (ebenfalls unstetigen) Anfangsdaten f : R — R? erhalten wir fiir uy, us:

2u1 = fi1— fo 2uz = f1+ fo

Die Losung unseres linearen Problems besteht also aus einer Uberlagerung der zeitlich
verschobenen Wellen:

_ (2 —y,t) + 2z +y,t)
u(, 1) = (zQ(x +y,t) —z(r -y, t)> .

Um die Struktur der Losung zu verdeutlichen wird die Losung des allgemeinen Rie-
mannproblems vorgestellt.

3.3 Definition. Als Riemannproblem fiir 3.1 bezeichnen wir die Differentialgleichung
mit den Anfangswerten:

u x<0
uo(z,0) = {Ui >0 W€ R™.

Zur Vereinfachung spalten wir u; und w, mit den (orthonormalen) Eigenvektoren auf:

n n
u; = E apTp  Up = E Brrp.
p=1 p=1

also
ap x <0

Up(xao):{ﬁp 3320

Wir wissen, da es sich um eine Erhaltungsgleichung handelt, aufgrund der Rankine-
Hugoniot Bedingung 2.11, dass also

oy <At
Up(x,t)—{ﬁp xZApt

Um das urspriingliche Problem zu losen, konnen wir also unsere Losung wieder zu-
sammensetzen:

min, {x—Apt>0} m
u(z,t) = § oy + § Brrp
p=1 p=miny{z—Apt>0}+1

oder dquivalent dazu

u(z,t) = u + Z (Bp — ap)rp

Ap<z/t

In Abb. 12 ist zu sehen, welche Werte die Losung in welchem Bereich bei zwei un-
terschiedlichen Figenwerten annimmt. Es ist zu bemerken, dass es nicht vorkommen
kann, dass ein Eigenwert \; > A,, vor A, “umspringt”.
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Abbildung 12: Visualisierung der verschiedenen Bereiche der Losung des
Riemannproblems
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Abbildung 13: Visualisierung der Zustédnde wu, des Riemannproblems in der
Phasenebene, die mit einer einzelnen Unstetigkeit verbunden werden kénnen

Eine andere Moglichkeit, diesen Zusammenhang fiir n = 2 zu visualisieren, besteht
darin die Phasenebene® zu betrachten. Fiir jede Funktionsauswertung u(z,t) = (uz, uy)
tragen wir im Diagramm den u,-Wert auf die x-Achse und den u,-Wert auf die y-
Achse. Dies erlaubt uns spéter vor allem, zu untersuchen welche Anfangszusténde
mit welchen Schocks/Unstetigkeiten verbunden werden kénnen, d.h. welche Arten an
Wellen /Stofen/Unstetigkeiten beim Riemannproblem auftreten.

Wir sehen in Abbildung 13, dass alle Werte u,., die mit u; mit einer einzelnen Unste-
tigkeit verbunden werden konnen auf der Geraden a (fiir einen 1-Unstetigkeit) oder
auf der Geraden b liegen miissen. Diese werden genau von den Eigenvektoren erzeugt.
Insbesondere ist zu beachten, dass keine Rarefaktionswellen oder Stofe auftreten. Die
hier entstehenden Unstetigkeiten werden wir spater Kontaktunstetigkeiten nennen.

4 Aw-Rascle-Zhang(ARZ) Model

Um eines der Hauptfehlverhalten des LWR-Modells auszugleichen, wurde es zum ARZ-
Modell weiterentwickelt.

Im folgenden wird erst das Modell hergeleitet, dann iiber verschiedene mathematische
Eigenschaften gesprochen, das Modell dann numerisch untersucht und schlieflich et-
was iiber Jamitons bzw. Phantomstaus gesagt.

Generell wurden in der Geschichte der Verkehrsmodelle nach dem LWR-Modell ver-
schiedene Modelle zweiter Ordnung vorgestellt, die aber alle an dem Problem litten,
dass das Modell eine vorwértsgerichtete Informationsiibertragung vorhersagte, d.h.
die Geschwindigkeit eines Fahrzeuges wurde von der des nachfolgenden Verkehrsteil-
nehmers beeinflusst. Das ergibt natiirlich wenig Sinn, da die wenigsten Fahrer ihr
Fahrverhalten an das Fahrzeug hinter ihnen anpassen. Nach einem dramatischen wort-
wortlichen Nachruf auf diese Modelle gab es dann im Form des Aufsatzes von A. Aw
und M. Rascle eine ebenso dramatische “Wiederauferstehung” der Theorie [4].

3Englisch: phase plane
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4.1 Herleitung des ARZ Modells

Wir mochten das genauere Modell intuitiv aus einem mikroskopischen Modell mo-
tivieren. Da wir uns hauptsédchlich mit den Eigenschaften des Modells beschéftigen
wollen, verweisen wir fiir eine mathematisch liickenlose Herleitung auf die Arbeiten
[15] und [16] von H. M. Zhang. Auf diesen beiden Arbeiten basiert auch der nachfol-
gende Abschnitt.

Die Hauptidee dieses neuen Modells besteht daran, kleine Verzogerungen im Fahr-
verhalten zu beriicksichtigen, also davon auszugehen, dass nicht sofort die angestrebte
Geschwindigkeit angenommen wird. Wie im ersten Modell fangen wir mit einigen
Grundannahmen an:

1. Wie beim LWR Modell werden Fahrzeuge weder erzeugt, noch verschwinden sie.
Wir betrachten aufserdem eine unendlich lange homogene Strafe ohne Ein-Oder
Ausfahrten oder sonstigen Unregelméfigkeiten, die das Fahrverhalten beeinflus-
sen.

2. Es gibt einen eindeutige Zuordnung v.(p) € Cy zwischen der angestrebten Ge-
schwindigkeit und der Dichte mitv,(p) < 0, insbesondere puv.(p)” < 0,v.(0) = v
und ve(p;) = 0, wobei vy die maximale Geschwindigkeit bei einer freien Bahn
und ppqe die Dichte bei einem stehendem Stau beschreibt. Wir nennen diese
Zuordnung Gleichgewichtsgeschwindigkeitsfunktion, und nennen ein Modell im
Gleichgewichtszustand falls p = ve(p) gilt.

3. Fahrer reagieren abhéngig vom Abstand zum néchsten Fahrzeug auf Verdnde-
rungen der Verkehrssituation.

sn-1(t)

A

Zams o ot

xn(t) xn-1(t) xN-2(t)

Abbildung 14: Visualisierung des mikroskopischen Modells zur Herleitung des
ARZ-Modells

Sei wieder p(z,t) die Verkehrsdichte, v(x,t) die Geschwindigkeit, ¢(x,t) der Verkehrs-
fluss jeweils zur Zeit ¢ € [0,00) an der Stelle z € Rund 7: R — R : s — r(s) eine der
Skalierung unseres Modell angepasste vom Abstand zum néchstem Fahrer abhéngige
Funktion, die angibt nach welcher Zeit s die Informationen vom Fahrer verarbeitet
werden.

Wir beginnen mit einem einfachem mikroskopischem Modell, indem auf dem wie oben
beschrieben beschaffenen Streckenabschnitt die Autos vor einer gewissen Stelle wie in
Abbildung 14 nummeriert sind. Die Notation x,(t) bezeichne hierbei die absolute
Position des n-ten Autos zur Zeit ¢.

Wir gehen davon aus, dass ein Fahrer beschleunigt, falls sich der Abstand zum néchs-
ten Fahrzeug vergrofert und bremst, falls sich dieser verkleinert. Aufferdem wird diese
Beschleunigung an den Abstand angepasst, d.h. falls der Abstand zum néchstem Auto
kleiner ist, wir die Geschwindigkeit schneller angepasst. Mit der Funktion 7, die diesen
Zusammenhang beschreibt, erhalten wir also:

T(sn(@)ay () =, 1 (8) = 24,(1),  sn(t) = zn_1(t) — 2n(t). (4.1)

Dies konnen wir jetzt als Kraftfeld an einzelnen Punkten auffassen und im folgenden
gedanklich unser Modell immer feiner werden lassen. Dies ist der mathematisch nicht
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ausgefithrte Punkt (auf den hier leider verzichtet werden muss), da die Konvergenz
der Losungen gezeigt werden muss, und um welche Konvergenz es sich genau handelt.
Aus ?? erhalten wir:

(s ), 1) dv(x;tt), t) _ ds(:cd(tt), t)'

Wenn wir diesen Ausdruck mit der Taylorentwicklung erweitern erhalten wir:

T(s)(ve + vvg) = st + VS, (4.2)

Auferdem gilt ja immer noch unsere Erhaltungsgleichung 2.4. Da fiir fein auflésende
Modelle bei einer gleichméfigen Verteilung der Fahrzeuge p = 1/s gilt, folgt hieraus:

S; +VSy = SV, . (4.3)
Mit 4.2 und 4.3 erhalten wir dann (Beachte s > 0):
T(s) (vt + vvg) = sv,. (4.4)

Wir betrachten jetzt
s

@7
also die Geschwindigkeit, mit der Informationen im Modell propagiert werden. Koén-
nen wir diese Grofe anders ausdriicken?” Wenn die Verkehrsteilnehmer im Modell mit
der Verkehrsequilibriumsgeschwindigkeit fahren, muss die einzige Verdnderung des
Verkehrsflusses dadurch verursacht werden, dass sie zuséitzliche Informationen wahr-
nehmen und verarbeiten. Wir kénnen also in diesem Fall davon ausgehen, dass die
zeitliche Verdnderung des Verkehrsflusses der Propagationsgeschwindigkeit entspricht,
da dies die einzige direkt den Verkehrsfluss beeinflussende Variable ist. Die fiihrt uns
in diesem Fall mit einem festem Bezugspunkt zu:

ok d (p) = puL(p) + ve(p) = v + puL(p).

Da aber unser mikroskopisches Modell ein sich mit der Geschwindigkeit v bewegendes
Fahrzeug als Referenzpunkt nimmt, erhalten wir:

———=d(p) v =pui(p). (4.5)

Auferdem gehen wir davon aus, dass diese Ausbreitungsgeschwindigkeit nur unerheb-
lich variiert, falls wir uns nicht mit der Equilibriumsgeschwindigkeit bewegen?.

4.1 Bemerkung. Fiir unsere einfache Verkehrsequilibriumsfunktion 2.2 gilt sogar
s/7(s) =id.

Die Erkenntnis aus 4.5 kénnen wir jetzt in unsere Gleichung 4.4 einsetzen und erhalten
die zweite Gleichung des ARZ-Modells:

v + vy = —c(p)ve = pul(p)vs.

Zusatzlich dazu gilt immer noch unsere Konservationsgleichung 2.1 und wir erhalten
das vollstéandige ARZ-Modell:

<5>t+ (8 v+v2(p>p> @ =0 (4.6)

4Das ist der Hauptunterschied zwischen der Formulierung von Aw. und Rascle sowie Zhang. Erstere
hatten stattdessen eine Verzdgerungsfunktion p mit p’ > 0 und p(0) = 0 in ihr Modell eingebaut. Die
Formulierung von Zhang erlaubt es aber, das Modell schén auf das LWR-Modell zuriickzufiihren.
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Im Moment kann das Modell aufgrund der hyperbolischen Form (wir zeigen gleich,
dass es sich tatsdchlich um ein hyperbolisches Modell handelt) so interpretiert wer-
den, dass beim Verkehrsfluss die Dichte und die Geschwindigkeit bei einem Sprung
erhalten werden. Ist das physikalisch sinnvoll?

Es ergibt sicherlich Sinn, die Dichte zu erhalten, da damit sichergestellt wird, dass
keine Autos verschwinden oder erzeugt werden. Die folgende Analyse des Modells ba-
siert aber nicht zu sehr auf der gewéhlten Erhaltungsform, die am besten an Messwerte
angepasst wird und wir wahlen daher im Einklang mit dem Erfinder des Modells als
zweite Erhaltungsgrofe y = p(v — ve(p)).

Eine Umformulierung des Systems 4.6 ergibt uns also das ARZ-Modell in Erhaltungs-
form (eine ausfiihrliche Umformung ist im Anhang unter 6.2 zu finden). Insbesondere
ist jede stetige Losung von 4.6 eine stetige Losung von 4.7, andersum ist nur jede
stetige Losung von 4.7 mit p > 0 eine stetige Losung von 4.6.

(@t+F<@$:°<:>(@t+cwwfa&m>gza 47

+
P <p> _ yg pue(p) )
v) = 2 4 pelo)
4.2 Definition (Losung des ARZ Modells). Wir nennen eine Funktion w : [0, 00) X

R? — R?2 : (t,z1,m2) — (u1(t,z1,22),ua(t, x1,22)) € CL([0,00) x R?) Losung des
ARZ-Modells zu den Anfangswerten ug : R? — R falls :

wobel

ug + F(u), = 0.

und

U(O, €, y) = UO(xa y)

4.3 Bemerkung. Das ARZ-Modell ist ein Modell des Aw-Rascle Types. Insbeson-
dere gibt es eine Klasse an dhnlichen Verkehrsmodellen, die sich nur in der Wahl des
Zusammenhangs zwischen der Dichte und der angestrebten Geschwindigkeit unter-
scheiden.

4.2 Untersuchung des ARZ Modells

Das ARZ-Modell ist eine echte Erweiterung des LWR-Models. Wenn wir v in der
zweiten Gleichung nicht mehr als unabhéngige Grofse betrachten und es auf dem
Equilibrium v = v.(p) fixieren, erhalten wird aus 4.6:

v,(p)pt + (ve(p) + pve(p))ve(p)pz =
> v.(p)(pt + (pve(p))z) = 0.

Da insbesondere per Annahme V/(p) < 0 gilt, erhalten wir das LWR-Modell.

4.4 Bemerkung (Nonequilibriumsmodell). Dass LWR-Modell ist im Gegensatz zum
ARZ-Modell ein Equilibriumsmodell. Das bedeutet, dass sich alle Verkehrsmodelle auf
der Equilibirumskurve (p,v(p)) abspielen. Nonequilibriumsmodelle versuchen, diese
Restrikton dadurch aufzuweichen, dass sie eine zweite Differentialgleichung einfiihren,
die die Verdnderung der Reisegeschwindigkeit angibt.

Wie sehen die Losungen des Riemannproblems des ARZ-Modells aus? Wir gehen im
ersten Schritt davon aus, dass sicherlich wie beim LWR-Modell Rarefaktionswellen
auftreten konnen und beschreiben, unter welchen Bedingungen das passieren kann.
Die Vorstellung orientiert sich am Kapital 8 von [18].
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Zuerst ist eine Rarefaktionswelle in Analogie zum LWR-Modell eine selbstéhnliche
Losung mit stetiger Geschwindigkeitsverdanderung

u r <&t
u(z,t) = ¢ w(z/t) &t <ax <&t
Uy x <&t
wobei w eine passende Funktion ist mit w(&;) = u; und w(&) = w, und wir an-

nehmen, dass wir uns zur Vereinfachung nur auf der Integralkurve (in der Literatur
auch Hugoniot-Lokus genannt) eines Eigenwertes bewegen. Wir gehen aufserdem da-
von aus, dass diese Funktion wohldefiniert ist, es muss also insbesondere u; < u,
gelten (< ist komponentenweise zu verstehen). Um w zu bestimmen, betrachten wir
zuerst die Verdnderung unserer Funktion in der Zeit:

w'(z/t)
t

uy(z, ) = —t%w’(x/t) up(z,t) =

also mit der Erhaltungsfunktion:

w'(x/t)
t

—t%w'(x/t) + VE(w(z/t)) = 0.

Eine Multiplikation mit ¢ und Umsortieren ergibt uns:

VE(w(§))w'(§) = &w'(£)

Eine Losung hierfiir besteht in w’ = 0, was aber nach Annahme an die Funktion w
und & < & nicht zuléssig ist. Wir sehen deshalb, dass w’(€) proportional zu einem
Eigenvektor von VI sein muss, w muss also auf einer Integralkurve von r, liegen.
AuRerdem wissen wir durch die Anfangswerte, dass A,(§) in Richtung des Eigenvektors
monoton steigen muss (sonst entstehen wieder kleinere Schocks innerhalb der Welle).
Diese Bedingung fiithrt uns zum Begriff der echt nichtlinearen Felder. Sollte ()
konstant sein, kann es keine Rarefaktionswelle geben, dies ist ein Spezialfall eines
linear verschwindenden Figenvektors, der Kontaktunstetigkeiten erzeugt.

4.5 Definition (echt nichtlineares Feld 5). Wir nennen das i-te Feld eins hyper-
bolischen Systems 3.1 (i € {1,2}) nichtlinear, falls fiir den Eigenwert A; und den
dazugehorigen Eigenvektor r; der Matrix VF gilt:

DX;(uw)ri(u) > 0.

4.6 Definition (linear verschwindend®). Wir nennen das i-te Feld eins hyperbolischen
Systems 3.1 (i € {1,2}) linear verschwindend, falls fiir den Eigenwert A\; und den
dazugehorigen Eigenvektor r; der Matrix VF' gilt:

DX;(u)ri(u) = 0.
Fiir unser Modell 4.7 erhalten wir die Eigenwerte”:

A1:=%+Q’e(p)=v+pve(ﬂ) < v=24u(p) = da,

mit den Eigenvektoren

= () = (o) = (o)

Das ist ein sehr erfreuliches Ergebnis!

®Englisch: Genuinely Nonlinear
SEnglisch: Linearly Degenerate

7Qe = p’ue(p)
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Alle Eigenwerte des Systems 4.6 sind kleiner gleich der Fahrtgeschwindigkeit, das Pro-
blem der zu schnellen Informationsiibertragung, das bei Systemen zweiter Ordnung
auftritt und in der Einleitung von Sektion 4 angesprochen wurde entsteht hier nicht,
und das Modell verhélt sich wie erwartet.

Aukerdem ist das erste Feld echt nichtlinear, da fiir unser Modell:

Vi, y)ri(p,y) = —pQL(p) >0

und das zweite Feld linear verschwindend, da

v>\2(p7 y)TQ(pv y) =0.

Wir erwarten also beim zweiten Eigenwert Kontaktunstetigkeiten wie im Intermezzo,
insbesondere keine Rarefaktionswellen oder Stofe.

4.7 Definition (Schwache Losung des ARZ Modells). Wir nennen eine Funktion
u:[0,00) x R?2 — R? @ (t,21,72) — (u1(t,v1,22), u2(t, 71, 72)) schwache Losung des
ARZ-Modells zu den Anfangswerten ug : R? — R falls fiir jede Testfunktion:

/Oo/ u1pr + F(u)ppdridaadt = —/ (uo)1(z)p(x,0)dr1drs
0 Jr?

R2

sowie ~
| e+ Foudardzadt =~ [ (wo)a(w)ota,0)dardz
0 R2 R2
gilt und die erweiterten Rankine-Hugoniot Bedingungen fiir alle Unstetigkeiten erfiillt
sind.

Da jede klassische Losung ebenfalls eine schwache Losung des Modells ist reden wir
jetzt nur noch von Losungen des Modells.

4.8 Definition (Kontaktunstetigkeit). Wir nennen die Unstetigkeit mit der Ge-
schwindigkeit s(t) : R — R? einer schwachen Losung u des ARZ-Modells Kontak-
tunstetigkeit, falls das sie erzeugende Feld linear verschwindend ist.

Kann es sein, dass sich beim ARZ-Modell wie beim LWR-Modell nach endlicher
Zeit trotz stetiger Anfangswerte Unstetigkeiten entwickeln? Um zu zeigen, dass unser
LWR-Modell nicht stetige Losungen besitzt, hatten wir mit einem geometrischen Ar-
gument gezeigt, dass sich Charakteristiken kreuzen. Dies war besonders leicht, da alle
unsere Charakteristiken affin linear waren.

Um zu zeigen, dass ebenfalls bei unserem ARZ-Modell nicht stetige Losungen existie-
ren miissen wir also ein Pendant der Charakteristiken fiir unser nichtlineares System
finden. Dafiir fiilhren wir die Riemanninvariante ein, eine Funktion, die auf den Ki-
genvektoren des Systems konstant ist. Bei unserem linearen System entsprechen die
Riemanninvarianten genau den Orthogonalen der Eigenvektoren (es gibt also fiir ein
hyperbolisches n- dimensionales System n — 1 linear unabhéngige Riemanninvarian-
ten).

Es ergibt Sinn, dass dies nur moglich ist, falls unsere Unstetigkeiten entweder echt
nichtlinear oder linear verschwindend sind. Folgende Uberlegungen orientieren sich an
Kapitel 6 aus [1].

4.9 Definition (Riemanninvariante). Eine Funktion RI : R — R? heift Riemannin-
variante fiir ein n-dimensionales hyperbolisches System 3.1 zu einem Eigenwert r; von
VF, oder i Riemanninvariante (R1;), falls

V(RI;)(#)rs(V(RIT), 1) = 0, € [0, 00).
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Diese Riemanninvarianten waren im Intermezzo einfach Linien mit einer Ausbreitungs-
geschwindigkeit gleich \;, d. h

Riy(t) = a1 + tre und Ria(t) = g + try.

Wir kénnen jetzt die Struktur unseres 2-dimensionalen Systems ausnutzen, und erhal-
ten, dass die Riemanninvarianten zu einem Eigenwert ebenfalls linke Figenwerte zum
jeweils anderen Eigenwert sind (fiir einen Beweis, siehe Lemma 6.4):

VRiiVF = A\ VRi. (4.8)

Wir mochten jetzt zeigen, dass Riemanninvarianten auf bestimmten Kurven konstant
sind. Sei dafiir s(t) : R — R? eine beliebige Kurve mit s’ = (1,a(s))?, die wir
Charakteristik nennen. Es gilt aufgrund des ARZ-Modells 4.7 und 4.8:

ORiy(u(s(t))) )
— Q5 = V(Rij ou)(s)Vs
= (VRiy)(u(s))use + (VRir)(u(s))Aa(s, t)uzsy

= s¢((VRi1)(u(s))(ur + A(t, z)uy) = 0.

Wir haben also eine Methode gefunden, um Kurven zu finden auf denen die Losung
konstant ist. Um jetzt zu zeigen, dass Unstetigkeiten auftreten miissen wollen wir zei-
gen, dass manche Charakteristiken eine unbeschrinkte Ableitung nach z haben. Dies
geschieht durch geschicktes Kombinieren der Gleichungen in 4.9.

Im folgenden wollen wir zur Vereinfachung der Notation w := Ri; und z := Ris
benutzen. Wenn wir jetzt w (z) nach (1, A\1)7 (bzw. (1, A\2)T) ableiten, erhalten wir

(w) = wy + \w, = 0 sowie (2)* = 2 + Aoz = 0, (4.9)

wobei / und * eben die Ableitungen in die Richtung (1, A1) bzw. (1, A\2)T bezeichnen.
Wenn wir die erste dieser beiden Gleichungen nach x ableiten, erhalten wir:

Wiy + Alwx:c + (Al)wwi + ()\l)zwxzx =0.

Hierbei haben wir A; als Funktion von w und z betrachtet und die Kettenregel ange-
wendet.
Wir setzen jetzt p := w, und erhalten aus der zweiten Gleichung 4.98:

)= (4.10)

"+ (AM)wp? _
p+(1)p+)\1_A2 P

wobei ’ wieder die Ableitung in Richtung (1, \1) bezeichnet.
Sei jetzt h eine von w und z abhédngige Funktion mit:

A
hy = Az
AL — A2
Da w’ = 0 gilt erhalten wir
o / ’ Pz /
h' = hyw + h,z' = zZ.
P1 — P2

Wenn wir diese in 4.10 einsetzen erhalten wir:
P+ (A)wp® +h'p=0
Wir wenn diese Gleichung jetzt mit e” multiplizieren und

q:= ehp k= e_h()\l)w

82 =zi+ Mz und 2zt + Aoz =0 = 2/ = 2, (A1 — X2)
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setzen, erhalten wir die Differentialgleichung

¢ +kq®> =0.
Diese konnen wir analytisch l6sen:
q0
t) = 4.11
wobei
q0 = q(0)
und

K(t):/otkdt, (t>0).

Die Frage, ob 4.11 beschrénkt bleibt, hingt davon ab, ob goK () den Wert —1 anneh-
men kann. Wenn wir jetzt OBdA (A1), > 0 und |w|, |2| < M (dies ist tatséchlich nur
eine Bedingung an die Anfangswerte, da die Funktion auf den Riemanninvarianten
konstant ist) annehmen, erhalten wir, dass k& = e~"(\1),, von unten beschrinkt ist,
also:

K(t) > kot fiir t > 0.

Es folgt, dass ¢(t) in endlicher Zeit unbeschrankt wird, falls gg < 0, bzw. die Anfangs-
werte irgendwo sinken. Insbesondere erhalten wir eine unbeschrinkte Ableitung der
Losung. Dies fordert fiir ein beschrénktes System die Existenz von Unstetigkeiten.
Wie in unserem ersten Modell kann man also nicht fiir beliebige stetige Anfangswerte
in stetige Losungen auf ¢ € [0, 00) finden, die Definiton der schwachen Losung ist also
unbedingt notwendig.

Wir suchen jetzt eine Erweiterung der bekannten Entropiebedingungen auf Syste-
me, die sicherstellt dass es keine Losungen gibt, die Informationen erzeugen.

Auf der einen Seite wollen wir sicherstellen, dass wie im skalaren Fall keine Cha-
rakteristiken aus der Unstetigkeit austreten, also keine neuen Informationen erzeugt
werden. Dies entspricht fiir die Geschwindigkeit s einer Unstetigkeit mit den Werten
uy(uy) rechts (links) davon:

A(ur) <'s < Ag(wr)

Aufserdem wollen wir sicherstellen, dass es Unstetigkeiten immer nur zwischen zwei
Feldern von benachbarten Eigenwerten vorkommen kann:

Akt (w) < s < A (uyr).

Dies ist daher wichtig, da damit sichergestellt werden kann dass k+n—(k+1) =n—1
Bedingungen an die Werte links und (n — k) + k — 1 = n — 1 Bedingungen an die
Werte rechts der Unstetigkeit u gestellt werden, die mit der ersten Bedingung an
die Stofsgschwindigkeit eine eindeutige Zuordnung der Werte auf den Charakteristi-
ken ermoglicht. Dies entspricht wieder dem Verstdandnis von Entropie, bei dem keine
Informationen erzeugt werden.

Diese Bedingungen konnen jetzt auch als Beschrankung an die Stofigeschwindigkeit
s gestellt werden, was uns zu den Stofbedingungen von Lax fiir zweidimensionale
Systeme fiihrt.

4.10 Definition (1,2-Stoke”). Sei k € {1,2} und seien A1, A2 die Eigenwerte von VF
eines hyperbolischen Systems 3.1. Wir nennen eine Unstetigkeit k—Stofs, falls fiir die
Geschwindigkeit s gilt:
)\k(ur) <s < )\k-i-l(ur)
M1 (wg) <s < Ag(wy), Ao = —o00, A3 = —o0.

%auch Stofbedingung von Lax (Lax shock condition) genannt
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4.11 Bemerkung (lokale Losbarkeit des Riemannproblems). Tatséchlich besitzen
alle hyperbolischen Systeme unter Voraussetzung der Lax-Entropiebedingung fiir nah
beieinanderliegende Anfangswerte fiir das Riemannproblem eine Losung, wenn sie
ausschliefllich echt nichtlineare oder linear verschwindende Eigenwerte besitzen. Ein
ausfiithrlicher Beweis hierfiir ist z.B, bei [8] Theorem 17.18 zu finden.

4.12 Bemerkung. Wir haben im LWR Modell immer eine Funktion f mit f” > 0
behandelt. Das liegt daran, dass im skalaren Fall ein konvexes f eine nichtlineare
Unstetigkeit sicherstellt, und wir sonst keine Existenzaussagen treffen kénnen.

4.3 Das Riemannproblem fiir das ARZ-Modell

Das folgende Kapitel stellt Inhalte aus [2] vor. Im folgenden wollen wir einige Riemann-
probleme analytisch 16sen. Wir benutzten dazu das (im Vergleich zur quadratischen
Funktion leicht nach links geschobene) fundamentale Diagramm in Abb. 15.

Fundamentales Diagram

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
rho

Abbildung 15: fundamentales Diagram fiir das Riemannproblem, v.(p) = 1 — p%°

Wenn wir jetzt das Riemannproblem fiir zwei beliebige zulédssige Anfangswerte u; und
u, betrachten, erwarten wir aufgrund der Ausbreitungsgeschwindigkeiten der Charak-
teristiken, dass es zuerst einen 1—Schock- oder Rarefaktionswelle gibt, der den linken
Zustand mit einem Zwischenzustand verbindet und dann eine 2—Kontaktunstetigkeit,
die diesen Zustand mit dem rechtem Zustand verbindet. Wenn wir erlaubte Losun-
gen fiir die Bedingung der Stofigeschwindigkeit betrachten, erhalten wir durch die
Rankine-Hugoniot Bedingung (siche Lemma 6.3 und analoge Uberlegungen fiir die
Kontaktunstetigkeit) den Zwischenzustand:

vo = ve(po) + (v — ve(pr)) (4.12)
vy = Ur,

beziehungsweise nach Umstellen zu py,

po = ”gl(vr — v+ ve(pr))) (4.13)
Vo = Up.

Wie sieht in diesem praktischem Fall unsere Lax-Stofsbedingung aus? Anders gefragt,
wann erwarten wir Stofse und wann Rarefaktionswellen? Ein 1-Stof korrespondiert zu
der Bedingung, dass

AM(u) > M(uo) <= v+ poe(pr) > vo + pove(po)-
Da auferdem aufgrund 4.12

vy — v = Ve(po) — ve(pr)

gilt folgt fiir Stofke p; > po, was uns aufgrund der Monotonie von v, zu v; > vg fiihrt.
Wir unterscheiden einige Félle und geben die Losung des Riemannproblems an:

29



(i) 1. Fall: 0 < v, — v 4+ ve(p;) < Vpae. Dies ist der Fall. in dem wir unsere An-
=:c

fangswerte direkt verbinden kénnen. Insbesondere ist v, !(c) wohldefiniert.

(a) v, < v;: Es gibt also einen 1—Stofs, der u; mit dem Zwischenzustand ug
verbindet und eine 2-Kontaktunstetigkeit, die ug mit w, verbindet. Dies ist
in Abb. 16 visualisiert.

Phasendiagram des ARZ Modells: Fall 1.1

1.0

0.8

0.6 4
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0.2 1
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0.2 0.4 0.6 0.8 10
rho

Abbildung 16: Losung des Riemannproblems im Fall 1.1

(b) v, > v;: Es gibt also eine 1—Rarefaktionswelle, die u; und ug verbindet und
eine 2-Kontaktunstetigkeit, die wg mit u, verbindet. Dies ist in Abb. 17
visualisiert.

Phasendiagram des ARZ Modells: Fall 1.2
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rho

Abbildung 17: Losung des Riemannproblems im Fall 1.2

(i) Fall 2: v, — vy 4+ ve(pr) > Vingz und Fall 3: v, — vy 4+ ve(p;) < 0. In diesen beiden
=:C1 =iCc2

Fallen ist die Umkehrfunktion v_ L an den Stellen ¢; und ¢y nicht wohldefiniert.

Dieser Makel lasst sich aber durch eine Erweiterung der Umkehrfunktion behe-

ben:
0 falls v > vpae

v () =< pmaz falls v <0
v l(x) sonst

Es treten im Fall 2 (18a) zwei Zwischenzusténde auf. Zuerst wird der Punkt v
mit einer Rarefaktionswelle zum Punkt (0, vy + v; — ve(p;)) verbunden, Dieser
Punkt wird dann mit eine weitere Rarefaktionswelle iber das Vakuum zu Punkt
(0,v,) verbunden. Von dort gibt es dann eine 2-Kontaktunstetigkeit zum Punkt
U,. Im drittem Fall gibt es den Zwischenzustand ug mit ug = (pmazs Vmaz + V1 —

Ve(Pmaz))-

Diese Erweiterung kann auch als eine Beschrinkung der Charakteristiken inter-
pretiert werden, so dass deren Integralkurven im physikalisch zulassigem Bereich
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Phasendiagram des ARZ Modells: Fall 2

Phasendiagram des ARZ Modells: Fall 3

0.6 1

0.4

0.2

0.0 1

0.0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 03 0.4
rtho

(a) Losung des Riemannproblems im Fall 2

0.6
rho

0.7 0.8 0.9 10

(b) Losung des Riemannproblems im Fall 3

Abbildung 18: Losung des Riemannproblems nach Erweiterung des fundamentalen
Diagramms; Visualisierung in der (p, v)-Phasenebene

bleiben. Wenn wir unsere Erhaltungsfunktion y = p(v — ve(p)) betrachten, lasst
sich feststellen dass bei p = 0 ebenfalls y = 0 gilt und die Information iiber die
Geschwindigkeit in der (p,y) Betrachtung verloren geht. Dies bedeutet insbe-
sondere, dass wir fiir diese Zusténde in unserem (p, v)-Phasendiagram sinnvolle
Zwischenzustdnde wahlen kénnen, ohne die Erhaltungsgleichung zu verletzen.

Fiir eine weitere mathematische Behandlung dieser Probleme wollen wir hier auf

[2] verweisen.

4.4 Kommentar zur Numerischen Approximation

Wenn wir unser Modell jetzt auf ein echtes Problem an-
wenden wollen, reicht es nicht nur das Riemannproblem
zu behandeln und wir benétigen ein numerisches Schema
zur Approximation von Losungen des ARZ-Modells. Es
wird kurz gezeigt, dass das im ersten Teil benutze Lax-
Friedrich Schema, obwohl es bei dem skalaren Problem
sinnvolle Werte ergeben hat, fiir das ARZ -Modell un-
brauchbar ist. Wir betrachten hierfiir die Verallgemeine-
rung der 1-dimensionalen Lax-Friedrich Methode mit ka-
nonischer Diskretisierung auf dem Rechteck [0,1] x [0, 1]

] =[] - o (] - [

wobei F' wie in 4.7 definiert ist:

At
2Ax

Auferdem setzten wir fir n, k € N mit % << 1:

1 1

At :=—, Az :=—

n’ Tk
Es stellt sich heraus, dass dieses Schema keine Kontak-
tunstetigkeiten simulieren kann: Wenn wir eine Simulati-
on fiir das Riemannproblem mit w; (0.2,-0.24) und
ur, = (0.8,0.24) sowie den Randwerten u(t,0) = wuy,

Visualisierung des Riemannproblems
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Abbildung 19:

06 08 10

Visualisierung einer

(fehl

erhaften) Simulation

mit dem Lax-Friedrich

Schema

u(t, 1) = u, durchfiihren erhalten wir die offensichtlich falsche, in Abb. 19 visualisier-
te Losung (siehe die “schnelle” Charakteristik im unterem Diagram). Diese Problem
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Abbildung 20: verbessertes Fundamentales Diagram. Diese Abbildung ist exakt aus
[17] iibernommen und dort als “Figure 2” zu finden.

bleibt bei sehr kleinen Schrittweiten bestehen und stellt ein strukturelles Problem
dieser Methode dar, weshalb das Lax-Friedrich Schema fiir unser Problem ungeeignet
ist.

Tatséchlich war es im ersten Schritt verwunderlich, dass wir zur Simulation einer
unstetigen Losung ein finites Differenzverfahren benutzen konnten, das auf der Ste-
tigkeit der Losung beruht. Es hatte trotzdem funktioniert, da wir die Entropielosung
als Grenzwert einer viskosen Losung betrachten konnten, die gut vom Lax-Friedrich
Schema approximiert werden konnte.

Um das ARZ-Modell numerisch zu simulieren muss also ein anderes Verfahren be-
nutzt werden. In der Literatur wird hiufig das Godunovschema angewandt, das auf
der Idee beruht die Anfangswerte zu diskretisieren und an jedem Ubergang ein Rie-
mannproblem zu 16sen. Eine Einfiihrung und Untersuchung des selben wiirde aber,
wenn auch sehr interessant, den Umfang dieser Arbeit sprengen.

4.5 Fehler des ARZ Modells

Das ARZ-Modell besitzt einige Ungenauigkeiten, die in weiteren Arbeiten verbessert
wurden. Um die Grenzen des Modells aufzuzeigen, werden daher die wichtigsten vor-
gestellt:

1. Wenn wir das Modell mit den Anfangsdaten 0 < py << 1 und 0 < vy << v(p)
betrachten, verbleibt die Losung des Modells in diesem Zustand. Wir erwarten
aber, dass sich durch die niedrige Dichte die Geschwindigkeit bis auf die optimale
Geschwindigkeit erhoht. Dieses Problem kann durch einen Relaxationsterm ge-
16st werden. Ein interessantes Phianomen dieses verbesserten Modells wird kurz
in 4.6 vorgestellt. Dies ist auch der Grund, warum es keinen Sinn ergibt eine
Lésung dieses Modells mit der Lésung des Ampelproblems des LWR-Modells zu
vergleichen.

2. Die Annahme, dass es einen eindeutigen Zusammenhang zwischen der Dichte
und angestrebten Geschwindigkeit gibt, ist nicht unbedingt klar. Mit den Daten
des Department of Transportation in Minnesotta [17] ldsst sich wie in Abb. 20
ein verbessertes fundamentales Diagramm erstellen, das nicht unbedingt eine
wohldefinierte Funktion darstellt.

3. Wie beim LWR-Modell gibt es in Verkehrssituationen keine Unstetigkeiten, son-
dern nur sehr schnelle Uberginge. Es stellt sich also wie beim LWR-Modell die
grundsétzliche Frage, inwieweit hyperbolische Systeme zur Staumodellierung ge-
eignet sind.
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4.6 Jamitons

Wenn man eines der grofsten Problem des ARZ-Modells beheben méchte, ndmlich die
Tatsache, dass es keine selbststdndige Beschleunigung der Autos gibt, sondern immer
nur einen Ausgleich, bietet es sich an das ARZ-Modell 4.7 mit einem Quellterm zu
versehen. Diese Modell ist als inhomogenes ARZ-Modell bekannt und soll hier kurz

genannt werden. Es lautet in der bekannten Notation mit einem Relaxationsterm
h:R—R:h <0und h” > 0:

(v +[;z(p)>t " (v(v —/T—Uh(p)>x = (i(’ve(/?) a U)) . (4.14)

Diese Modell “beschleunigt” offensichtlich zur Equilibriumsgeschwindigkeit. Jetzt soll-
te man meinen, dass dies alle auftauchenden stehenden Wellen ausgleicht, man also
eine wiinschenswerte Eigenschaft des ARZ-Modells stehende Wellen zu simulieren ver-
liert, aber nein!

Wie B.Seibold, M.R. Flynn, A.R. Kasimov, und R.Rosales in [17]| herausgefunden ha-
ben, gibt es bei diesem inhomogenen ARZ Modell 4.14 ebenfalls stehende Wellen.

Dies liegt daran, dass es unter bestimmten Bedingungen durch die zusétzliche Verzo-
gerungszeit der Fahrer eine selbsterhaltende Welle entstehen kann. Die Existenz dieser
Welle ist direkt mit der Stabilitét des Systems verkniipft.

Tatséchlich gibt es sogar eine feste Grofe, die diese Jamitons anstreben. Dieses Phé-
nomen lasst sich auch als Fahrer bei Verkehrssituation bemerken, in denen ein “Stop-
and-Go” Verkehr auftritt, und ebendiese Wellen streben sogar eine feste Zwischengrofse
an. Dieses Phidnomen wird mathematisch in [13] untersucht. Die Beschreibung dieser
Jamitons wiirde aber eine ndhere Untersuchung des inhomogenen ARZ-Modells vor-
aussetzen, auf die hier aus Platzgriinden verzichtet wird.

5 Abschluss

Die Verkehrsmodellierung mit hyperbolischen Systemen hat ein groffes Potential, da
sie es erlaubt sehr komplexe Zusammenhédnge mit verhéltnisméfig einfachen Glei-
chungen zu beschreiben. Mit dem einfachem LWR-Modell konnten schon sinnvolle
Aussagen liber das Aufstauen vor einer roten Ampel getroffen und Empfehlungen zur
Léange der verschiedenen Ampelphasen gegeben werden.

Das ARZ-Modell behebt einige strukturelle Fehler des LWR-Modells, ohne aber auf
die giinstige Struktur von hyperbolischen Systemen zu verzichten. Der néachste Schritt
in der weiteren Untersuchung des Nutzens hyperbolischer Erhaltungssysteme wiirde
darin bestehen, weitere numerische Verfahren fiir das ARZ-Modell zu simulieren, ins-
besondere dass in 6.1 implementierte Verfahren mathematisch zu untersuchen. Die
Ergebnisse miissten dann auf der einen Seite mit echten Daten aus dem Strafen-
verkehr, als auch auf der anderen Seite mit den Ergebnissen des LWR-Modells zu
verglichen werden. Dies wiirde eine weitere Aussage iiber die Qualitdt der Modelle
geben.

Auf die Grundannahme, dass es keine Ein-oder Ausfahrten gibt muss verzichtet werden
und das Verhalten von Strafennetzen untersucht werden. Nicht desto trotz stellen die
hier vorgestellten Uberlegungen die Basis aller weiteren Untersuchungen vor. Person-
lich wiirde es mich auch interessieren, das Phanomen des Phantomstaus/der Jamitons
weiter zu untersuchen, auf das ich hier nicht weiter eingehen konnte und mich im Zuge
dessen mit dem inhomogenen ARZ-Modell beschiftigen.
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6 Anhang

6.1 Code

Diverser Code mit Erkldrungen ist unter https://github.com/BernhardEisvogel/ Co-
deARZModel oder hier zu finden. Dort ist auch eine numerische Implementierung des
ARZ-Modells mit Hilfe des Godunovschemas, was hauptséchlich eine Umsetzung des
in [2| vorgestellten Schemas mit unser einfachen Equilibriumsfunktion ve(p) =1 —p
darstellt. Obwohl weder die Ergebnisse noch das Godunovschema dort mathematisch
untersucht werden, lohnt sich ein Blick.

6.2 Kleine Lemmata

6.1 Lemma. Die Funktionenschar 2.8 erfillt tatsichlich die Rankine-Hugoniot Be-

dingung und ist eine Losung des LWR-Systems 2.4 fir f(x) = %
Beweis: Es geniigt, die Stofsbedingung bei allen Stofe zu {iberpriifen. Wir nehmen
an, dass s, < u;,. Sonst treten keine Stofsbedingungen auf und die Rankine-Hugoniot
Bedingungen sind trivialerweise erfiillt.

Da es nur eine Unstetigkeit gibt, gentigt:

fu(smt —0,8)) — flu(smt +0,1))  uf/2—u2 /2 w+up
u(smt — 0,1) —u(spyt +0,8)  w—u. 2

= S

6.2 Satz. Die beiden Formulierugen 4.6 und 4.7 des ARZ-Modells sind dquivalent,
d.h. ihre stetigen Lésungen sing gleich, falls p > 0.

Beweis: Wir kénnen das Modell 4.6 in folgende zwei Gleichungen umschreiben:

A pr+vpg+ pvg =0
B v+ (v+vl(p)p)vs = 0.

Wir mochten zeigen, dass Losungen hiervon ebenfalls Losungen des Modells 4.7 (und
vice versa) sind, also von folgendem System aus Gleichungen:

A pr 4 (pv)e =0
Bty + (pv(v — ve(p))z = 0.

wobei y = p(v — ve(p)).
Es ist klar, dass A und A’ dquivalent sind. Wir schreiben jetzt Gleichung B’ um:

Yt + (pv(v — ve(p))z = 0
= pr(v —ve(p)) + p(ve — ve(p)pr) + (p)a(v — ve(p)) + (pv) (v = ve(p))z = 0
= (v —ve(p))(pt + (vp)a) +pvr — pprv(p) + vPVz — VPUe(p)ps = 0
=0 aufgrund von A’
/ /
<> pur + pue(p)(pv)s + vpvy — vpVe(p)pz =0
== pur + pug(p) puz + pue(p) pav + vpve — vpug(p)ps =0
= p(ve + (v + poe(p))vz) =0

6.3 Lemma (verbindbare Eigenwerte mit einem 1-Stofs). Falls fir die Zustinde u; =

(y1, p1),ur = (Y0, po) mit y1 > yo
Y1 _ Y%

P1 PO
gilt, sind sie mit einem 1—Stofs verbindbar.
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Beweis: Die Zustdnde u; = (y1,p1) und w, = (yo,po) sind genau dann mit einem
1-Stof verbindbar, wenn fiir ein s € R mit A\ (u,) < s < Ai(w;) gilt, dass

(e )= (et ()= ()

Wir setzen ein und erhalten:

( y1 + prve(p1) > 3 < Yo + pove(po) ) . (( p1 > B < Po ))
vihe + p1beve(pr) Y3/ po + poeve(po) P pote )’
Es folgt:

(y1 — o) + (p1ve(p1) — pove(po))
P1 — Po
_ V1P1 — VoPO
P1 — PO

S =

Wir priifen jetzt die erweiterte Entropiebedingung von Lax:

1. s < A2(uyr) Wir benutzen v, < 0 und erhalten mit der Voraussetzung:

p1ve(p1) — pove(po)
P1 — PO

s = v — ve(po) +

< Vg

2. M(ur) < s < A(w): Es gilt fiir ein & € [po, p1] und da ¢” < 0:

P1ve(p1) — pove(po)
P1 — PO
= v1 = ve(p1) + (pve(p))' (1)
= v1 — ve(p1) + p1vg(p1)) + ve(p1) < A1(w).

s =wv1 —ve(p1) +

Die andere Seite funktioniert analog.

6.4 Lemma (Lemma der rechten und linken Eigenwerte). Sei A € R?*? eine Matriz

mit A1 # Ao als Eigenwerten sowie ry,ry als rechte Figenvektoren. Dann gilt fiir
r € R2:
(x,r1) =0 = 2T A= \r].

Beweis: Wir wissen, dass wir A umschreiben kénnen als:
A=SAS!

wobei A die Diagonalmatrix der Eigenwerte ist und S die Matrix mit den Eigenvek-
toren als Spalten.:

2T A=2TSAS™!
= (0,27 r9) (A\1r1, Aara) T

= IL'T)\Q.
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